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0.1 Introduction

Les travaux de ce mémoire s’inscrivent dans le cadre de la théorie des opérateurs Lip-
schitz sommants. Cette derniére théorie s’inspire leurs idées de la théorie linéaire des
opérateurs p-sommant introduite par Grothendieck en 1956 et Pietsch en 1968. Dans ce
mémoire, on va étudier les opérateurs Lipschitz p-sommants en premier lieu et voir égale-
ment certaines classes qui généralisent la définition de Lipschitz p-sommant. Commengons
par les opérateurs strictement Lipschitz p-sommants et en terminant par les opérateurs
Lipschitz ®-sommants. Soit 7" : X — FE un opérateur Lipschitzien ot X est un espace

métrique et F est un Banach. On associe sa linéarisation

Notons ici que si T est linéaire p-sommant entraine que 1" est Lipschitz p-sommant, mais
la réciproque n’est plus vraie. Pour récupurer cette properiété 'auteur dans [9] a introduit
la définition d’ opérateurs Lipschitz strictement p-sommant. La définition des opérateurs
linéaires ®-sommant a été introduite dans le cas linéaire par R. Khalil en 1987 [7]. En
2017, M. Belaala a considéré le cas Lipschitzien pour donner une nouvelle version dans
cette catégorie. Il a prouvé et montré le théoréme de factorisation de Pietsch.

Ce mémoire s’articule autour de trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on donnera un apercgu général sur les opérateurs Lipschitziens
et leurs propriétés. On commence par rappeler certains résultats concernant les espaces de
Banach et les espaces métriques. On consacre le reste de ce chapitre a1’ étude des applica-
tions Lipschitziennes et leurs résultats de factorisation. Pour tout opérateur Lipschitzien

T : X — F on peut associer le diagramme commutatif suivant

X L E
5x| /T

F(X)



ol dx : X — F (X) est I'isométrie non linéaire définie par dx (x) = 0.

Cette factrisation va jouer un role important dans la théorie des applications Lipschi-
ziennes, elle donne un lien entre un opérateur Lipschitzien et sa linéarisation qui est un
opérateur linéaire. L’espace F (X) est appelé espace Lipschitz libre, il a été introduit en

2003 dans [6] par Godefroy.

Dans le deuxiéme chapitre, on étudie la classe des opérateurs Lipschitziens p-sommants.
Cette classe a été introduite par Farmer et Johnson en 2009 [5] comme généralisation
naturelle du cas linéaire des opérateurs p-sommants,il sont montré qu’elle coincide avec la
classe des opérateurs linéaires p-sommants. De plus, elle vérifie le théoréme de domination
de Pietsch. Ensuite, on verra la classe des opérateurs Lipschitziens strictement p-sommants
15" (X, E) introduite dans [2]. Une relation importante entre ces opérateurs et leurs

linéarisations pour la notion p-sommants sera établie, en effet on verra que
T est Lipschitz strictement p-sommant < T est p-sommant.

On termine ce chapitre en établissant une représentation tensorielle Lipschitzienne de

cette nouvelle classe. En effet, on va définir une norme tensorielle Aﬁ sur I'espace vectoriel
XNXE=span{é,He:z € X etec E},

puis on montre que le dual de I’espace X X E* muni de la norme Ag coincide avec ’espace

des opérateurs Lipschitziens strictement p-sommants,

(X@AIEE*Y = TI58 (X, ).

Le troisiéme chapitre est consacré a l’etude des opérateurs Lipschitziens ¢-sommants ot
¢ est une fonction modulus. En basant sur 'article de M. Belaala " Lipschitz ¢-summing
operators", en faisant une étude approfondie sur ces opérateurs. Cette classe vérifie le
théoréme de domination de Pietsch. On termine ce chapitre en donnant la définition des

opérateurs Lipschitzien (¢, ¢)-sommant avec ¢, ¢ sont deux fonctions modulus.



Chapitre 1

Espace des applications

Lipschitziennes

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on commencera par exposer ’espace métrique en donnant certains
exemples. Ensuite, on étudiera les espaces métriques ainsi que les applications Lipschit-
ziennes et leurs propriétés. Le reste de ce chapitre est consacré a l'etude de la structure

de I’espace de Banach Lipschitz libre.

1.2 Espace métrique et applications lipshitziennes

Espace de Banach
Dans la suite, K représente le corps de nombre réel R ou bien celle de nombre complexe

C. Tous les espaces vectoriels sont toujours supposés des espaces vectoriels sur K.

Définition 1.1. Soit X un espace vectoriel sur le corps K. On appelle une norme sur X
l'application

[ - X — Ry,



qui satisfait aux conditions suivantes :
(i) Ve e X :||z|]| =0 <=z = 0.
(17) Ve € X, VA € K : || Ax| = |A| ||z]]-
(#i1) Y,y € X+ flz + yl| < [lefl + [yl

Un espace vectoriel munt d’une norme sera appelé espace vectoriel normé. Un espace
vectoriel normé X est dit de Banach, si tout suite de Cauchy dans X est convergente
dans X . C’est a dire, un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet pour la

distance issue de la norme.

Proposition 1.2.
1) Tout espace normé de dimension finie est un espace de Banach.

2) Tout sous espace fermé d’un espace de Banach est un espace de Banach.

1.3 Espace métrique

Définition 1.3. Soit X un ensemble non vide. On dit que d est une distance sur X si et

seulement si d est une application de X?dans R* telle que pour tout (z,y,z) € X3, on a

(1) d(z,y) = 0 x=y (Séparation)
(17) d(z,y) = d(y,x) (Symeétrie)

(7ii) d(x,y) < d(z,z)+d(z,y) (Inégalité triangulaire).

Le coupe (X,d) sera appelé espace métrique. On choisi un élément e € X, le triplet
(X,d,e) sera applé espace métrique pointé (i.e., e est I’élément neutre si X est normé ).

On note par

My= {espaces métriques complets pointés} .



Remarque 1.4. A une norme on peut toujours associe une distance d : X x X — R,

définie comme suit :

d(z,y) = [z -yl

Exemple 1.5. L’ensemble des réels R muni de la distance d (z,y) = |z — y| est un espace

métrique.

Exemple 1.6. Soit X = C'([a,b],R) l'ensemble de toutes les fonctions continues f :

la,b] — R. Il y a plusieurs fagons de donner une distance sur cet espace, par exmple

Ldy (f,g) = / f (@) — g (x) |da

2. dy (f,9) = ( / f (@) — g (z) Pdz) "

3. doo (f,9) = SUDyca {1 () — g (2) [}

1.4 Les applications lipschitziennes

Définition 1.7. Une application f : (X,dx) — (Y, dy) entre deux espaces métriques est

dite lipshitzienne s’il existe k£ > 0, telle que

Yo,y € X dy (f (), f(y)) < kdx (2,y). (1.1)

On dit aussi qu’elle est k-lipschitzienne.

Remarque 1.8.
e Si k=1, f est dite non expansive.

e Si k <1, f est dite une contraction.



Pour une application lipshitizienne f, on définit la constante de Lipschitz par

Lip(f) = il;gdy gﬁ;’;w
= inf {k, k vérifiant (1.1)}.

Proposition 1.9. Soient f,g deux applications lipschitziennes de X dans R et A € R,

la constante de Lipschitz vérifie les propriétés suivante :
(1) Lip (f +g) < Lip(f) + Lip (9)
(2) Lip (Af) = M| Lip (f) .-

Preuve.

(1). Soient f et g deux applications lipschitziennes de X dans R. Pour tout z,y € X, on

a

(f+g9) (@)= (f+a W < If(@)—-Ffl+lg@)—g(y)]
< (Lip(f) + Lip(g)) dx (=, y)

Donc f + g est lipschitzienne et

Lip (f +g) < Lip (f) + Lip(g) -

(2) Si A est dans R, pour (z,y) dans X?

Lip(Af) = ii};w()z(— yf)(y)|
BNCTZER (0]
T A dx (@)
= [A[Lip(f)

Donc \f est lipschitzienne de X dans R et

Lip(Af) = [A[Lip (f). W



Proposition 1.10. Soient X,Y et Z trois espaces métriques, f : X —Y et g:Y — Z,

deux applications lipschitziennes, alors go f : X — Z est lipschitzienne et

Lip(go f) < Lip(g) Lip (f).

Preuve. Si f est lipschitzienne de X dans Y et g est lipschitzienne de Y dans Z, alors

dz(go f(z),90f(v))

IN

Lip(g)dy (f (z), f (v))
Lip(g) Lip (f)dx (z,y) -

IN

Alors g o f est lipschitzienne et

Lip(go f) < Lip(g) Lip(f). W

Définition 1.11. Soit (X, e1,dy) et (Y, eq,ds) deuz espaces métriques pointés, on dit que

f: X =Y préserve l’élément distingué si

f(e1) = ea.

Définition 1.12. (Espaces Lipschitz isomorphes). Soient (X,dy),(Y,ds) deux espaces

1

métriques. Une application f : X — Y est bi-Lipschitz si f est bijective et f, f~ sont

lipschitiziennes. Dans ce cas, X et Y sont dits Lipschitz isomorphes.
Définition 1.13. Une application f: (X,dx) — (Y,dy) est dite isométrie si

V(z,y) € X vdy (f (), f(y)) = dx (z,y).

Proposition 1.14. Tout espace métrique (X,d) est isométrique a un sous ensemble de

loo (I). Si X est séparable alors X est isométrique o un sous ensemble de (o, (N).



Remarque 1.15. Tout application lipschitzienne est uniformément continue, mais la
réciproque est fausse. Par exemple la fonction z — v/1 — 22 est uniformément continue,

mais elle n’est pas lipschitzienne.

Proposition 1.16. (Eztension d’une application lipschitzienne). Soient Xo et Yy deux
espaces métriques danses et X,Y leurs complétés respectivement(i.e., Xg = X et Yy =

Y). Soit fo : Xo — Yy une application lipschitzienne. Alors il existe unique extension

f: X =Y telle que
Lip (f) < Lip (fo) -

1.5 L’espace Lipy (X, F)

Nous donnerons dans cette section quelques propriétés utiles concernant ’espace de
toutes les applications lipschitziennes définies d’un espace métrique dans un espace de

Banach.

Définition 1.17. Soit X un espace métrique et E un espace de Banach. On note par

Lip (X, E) Uespace de toutes les applications lipschitziennes bornées de X dans E

Lip (X, E) ={f : X — FE lipschitzienne bornée} .

Remarque 1.18. L’espace Lip (X, E) est un espace vectoriel.

On muni 'espace Lip (X, E') de la norme

[f]l = max {Lip (f), || flloc}

Si £ = R alors on note simplement

Lip(X,R) = Lip(X).
= X
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Définition 1.19. Soit (X, dx,e) un espace métrique pointé. Pour tout espace de Banach
E, nous désignons par Lipy (X, E) Uespace de toutes les applications lipschitziennes f :

X — E nulles au point e

Lipy (X,Y) ={f : X — FE lipschitzienne telle que f (e¢) = 0}.

Remarque 1.20. Si on muni Lip, (X, E) de la norme

-y

alors 'espace Lipg (X, E') devient un espace de Banach. Si £ = R on note

Lipy (X,R) = Lipo (X) .

Définition 1.21. Soit X un espace métrique pointé. On appelle dual Lipschitzien, on

note par X7, l’espace de Banach des formes lipschitziennes sur X
X# = Lipy (X,R).

Muni de la norme

¥ () — o#
Lip (a*) = gjl : ; — (v)|

1.6 Espace de Lipschitz-Libre

Dans cette section on va définir le prédual de Lipg (X ), c’est a dire un espace de Banach

Z, telle que Lipg (X) est isométriquement isomorphe a Z*

Adjoint des opérateurs lipschitziens

11



Soient X, Y deux espaces métriques pointés. Soit 7' : X — Y une application lipschit-

zienne. On définit I’adjoint lipschitzien de T par

T#: Lip(Y) — Lip (X)
g = T%(g)=goT

Proposition 1.22. L’opérateur T est linéaire continu et

IT#|| = Lip(T).

Preuve. Soient g1, g2 € Lip(Y'). Alors,

T# (1 +g2) = (gr+ge)oT

= goT +gyoT

= T#(g1) + T (g2) -

Le reste est facile & démontrer.H

1.6.1 Espace de Arens-Eells

Définition 1.23. Soit X un espace métrique. Un molécule X est une fonction m : X — R

a support fini et satisfait

Zm (x) =0.

rzeX

Désignons par M (X)) l'espace vectoriel de touts les molécules sur X. Pour x,x' € X, la

molécule de base my,, définie par

My = X{z} - X{x/}7
ol X 4 désigne la fonction caractéristique da A

lsize A
Osiz ¢ A

Xa(z) =

12



Remarque 1.24. Pour tout m € M (X), m s’écrit sous la forme

n
m = E ANiMegpar-
i=1

Cette écriture n’est pas unique.

Soit X un espace métrique. Munissons 'espace des molécules M (X) de la norme suivante

[mlarx) = {ian\)\i]d(x,x/) tm o= Z/\imm,} :
i=1 i=1

Alors, (M (X), |||lm(x)) est une espace normé.

Notons AE(X) le complété de D'espace normé (M (X)), |[|[a(x)). Parfois I'espace E(X)
s’appelle lespace de Lipschitz libre de X et on le note aussi par F (X). Cet espace a été

présenté pour la premiere fois par Arens et Eells en 1956.

Proposition 1.25. Soit X un espace métrique pointé. Les espaces X* et A(X)" sont

isométriquement isomorphes. C’est-a-dire

Lip (X) = B(X)".

Preuve. On définit 'application suivante

S: E(X)" — Lipy(X)
o — S5(9).

telle que S (@) () = ¢ (Mye), pour tout x,z/ € X. On a

15(0) () =5 (@) (@) | = [ (mae) — & (Mare) |
< llolld(z, ).

13



D’ou Lip (S¢) < ||¢||. Ainsi (S¢) (0) = ¢ (0), alors S¢ € Lipy (X). Nous concluons que S
est une application linéaire et ||.S|| < 1. Maintenant on définit ’application suivante
R: Lipy(X) — EX)
f — R(f).

telle que

R(f)(m)=) m(x)[(z),

pour f € Lipy (X) et m €E(X). Pour m = > A\imyq. On a donc

=1

[(Bf) (m)| = [(R]) (Z&-mm/ﬂ

< Z\)\zl\f (@) — [ (z) |
< Lip(f)2|>\i|d(xi>$i/)-

i=1

n

En prenant l'infinum sur toutes les réprésentations de m sous la forme m = > \; My,
i=1

on trouve

[ (Rf) (m)| < Lip (f) [ml],

d'ou Rf €B(X)" et |Rf|| < Lip(f). Alors nous concluons que R est une application
linéaire non expansive (||Rf|| < 1) a partir de Lipy (X) & £(X)". Enfin, un simple calcul
indique que Ro S = idgx) , et So R = dyx#. Donc

X*2EX)". &

Proposition 1.26. L’application

ix: X — E(X)

T — ix () = Myge.

14



est isométrie non linéaire.

Proposition 1.27. Soit X € M,.

(1) Pour tout molécule m, on a

Iml[zc0 = sup [(m, f).
fEBX#

(2) |||lmx) est la plus grand semi norme sur M (X)) qui satisfait

Xy — Xl B(X) = d (2, 9) , V2, y € X.

Théoréme 1.28. (Linéarisation). Soient X un espace métrique pointé, E un espace de
Banach et T : X — E un opérateur lipschitzien et f (e) = 0. Alors, il existe un unique

opérateur linéaire borné T A (X) — B, tel que
T=Toiy et HTH = Lipy (T).
Autrement dit, le diagramme suivant commute
£ (X)
ix? N\ T
x 5 E
1.6.2 Espace de Banach libre

Espace de Banach libre (Free Banach space). L’espace de Banach libre F (X)) sur
un espace métrique pointé X est Pespace vectoriel fermé dans (Lipy (X))* engendré par

les fonctions d’evalutions 0, : Lipy (X) — R o
9. (f) =f(x) et x € X.

C’est a dire

(Lipo(X))*

F(X)=span{d, :z € X}

15



Cet espace a été étudié et appelé par ce nom par Godefroy et Kalton en 2003.

Théoréme 1.29. Nous avons
F(X)=E(X) et donc F(X)" = Lipy (X),

D’autre part, nous avons pour tout opérateur Lipschitzien T : X — FE la factorisation

suivante
x L E
ox | /T

F(X)

16



Chapitre 2

Opérateurs Lipschitziens strictement

p-sommants

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on va étudier la classe des opérateurs Lipschitziens strictement p-
sommants. Cette classe a été introduite par K.Saadi en 2015 et elle est considére comme la
premiére extension des opérateurs linéaires sommants dans le cas Lipschitzien. Il a montré
également que sa définition coincide avec celle du cas linéaire dans le cas des opérateurs
linéaires. On termine ce chapitre par donner une repésentation tensorielle Lipschitzienne

de cette classe.

Définition 2.1 [5]. Soient X,Y deux espaces métriques. Une application lipschitzienne
T : X — Y est dite lipshitzienne p-sommant (1 < p < 00), s’il existe une constante C > 0
et Vn € N, V(2i),cic,, C X, V(i)1cic, C Ry, 0n @
ZaidY (T (2:) = T (y:))” < C” sup ZOQUC (i) = f () - (2.1)
i=1 FE€Bx# =1
La classe des opérateurs lipschitzienes p-sommant de X dans Y est notée par Hﬁ (X,Y).

Mune de la norme

17



m) (T) = inf {C'; C vérifiant Vinégalité (2.1)}.

Remarque 2.2.
1) Dans la définition précédente, on peut prendre les o; = 1, V1 < i < n.

2) Lip (T) <« (T), pour tout T € II} (X,Y').

Théoréme 2.3 [5]. Soit (1 < p < 00), supposons que X et 'Y sont des espaces de Banach.

Alors, si T est un opérateur linéaire borné de X dans Y, alors

Proposition 2.4 (Propriété d’idéal). Soient X,Y,E, F des espaces métriques. Soient
v:FE — X ,w:Y — F des applications lipschitziennes et T : X — Y, un opérateur

Lipschitz p-sommant. Alors l'opérateur wTv est Lipschitz p-sommant et

WII;J (wT'v) < Lip (w) 7T£ (T') Lip (v) .

Preuve. Soit (7;), ., et (¥i);<;,, C E, on a
Zd (WTv (x;) —wTv (y;))" < Lip(w) Z d(Tv (x;) — Tv (y;))"
i=1 i=1

< Lip(w)m, (T) sup Zlf(v (i) — f (v () [”

On pose g = fov. D'ou wTv € I} (E, F) et

7L (wTw) < Lip (w)wk (T) Lip (v). W

p

18



2.2 Théoréme de domination de Pietsch

Théoréme 2.5 [5]. Soient 1 < p < 0o, C >0 et T € Lip(X,Y). Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes :
(1) L’opérateur T est Lipschitz p-sommant et w (T)) < C.

(2) 1l existe une mesure de probabilité j sur Bxs telle que

dy (T'(z) — T () < O / @) — £ () Py ()5

Théoréme 2.6. (Théoréme d’inclusion). Soient X,Y deux espaces métriques et 1 < p <
q < 400, alors
L L
IL (X, Y) C I, (X,Y).

et
pour tout T € IL} (X,Y).

2.3 Opérateurs Lipschitz strictement p-sommants

Soient X un espace métrique pointé et E un espace de Bnach. En 2017 auteur dans [9]
a remarqué que si T': X — FE est Lipschitz p-sommant alors sa linéairisation T:F (X) —
E est p-sommant, mais la réciproque n’est pas vraie. Pour cette raison, il a introduit une
nouvelle définition dans le but d’avoir cette réciproque manquante. Ces opérateurs sont

appelés strictement Lipschitz p-sommant.
Produit tensoriel Lipschitzien.

On prend un espace métrique pointé X et un espace de Banach F , en essayant de donner

une nouvelle définition de produit tensoriel Lipschitzien. Ce produit a été introduit par

19



Cabrera-Padilla et al dans [3]. On note X X E I’espace vectoriel engendré par les tenseur

d’ordre 1 §(,,) Xe,
X&E:span{é(w)ﬁe:x,yEXet e e E},
ou I'élément 4, ) X e peut étre vu comme opérateur linéaire de X # dans F,
Oy Be(f) = (f(z) = f(y))e

C’est a dire

XXNECB(X*E).
Relation entre norme tensorielle classique et Lipschitzienne.

On définit sur l'espace X X E des normes qui seront appelés normes tensorielles Lip-
schitziennes. Dans [9], il existe une relation entre les normes tensorielles classiques et les

normes tensorielles Lipschitziennes.

Théoréme 2.7 [9]. Toute norme tensorielle classique a génére une norme tensorielle

Lipschitzienne o* telle que

aL(Z O(asy) Me;) = a(z O (@) @ €:),
i=1 i=1

Dans ce cas, Uopérateur ® : X X,r £ — F (X) ®, E défini par

O Owy Kei) =Y (i) © €,
=1 i=1

est bien défini, linéaire et isométrie. Nous avons l'identification suivante

XN, E = F(X)®.E.

Définition 2.8. Pour tout v = 22:1 O(zg ) K sx € X X B, on pose

n l
Au:{m:Zmi(X)eiE]-‘(X)@E:m:z&xk’yk)@)sk}. (2.2)
i=1

k=1

20



2.4 Charactérisation des opérateurs Lipschitz stric-
tement p-sommants

Définition 2.9 [9]. Soit 1 < p < oo. Soient X un espace métrique et E un espace de
Banach. Un opérateur Lipschitzien T : X — E est dit strictement Lipschitz p-sommant
s’il existe une constante positive C' telle que pour tous xy,yp € X et s; € E* (1 <k <)

nous avons
l

D AT (@) = T (y) ,57)| < Cdy(w), (2.3)

k=1
ot u=>S"_| Owpan) X 85 On note IS (X, E) Uespace de Banach de tous les opérateurs
strictement Lipschitz p-sommant de X dans E dont sa norme 7T5L (T') est la plus petite

constante C' vérifie (2.3).

Remarque 2.10 [9]. Soient F, F' deux espaces de Banach et T': E — F un opérateur
linéaire, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) T est p-sommant.

2) T est Lipschitz p-sommant

3) T est strictement Lipschitz p-sommant.

Théoréme 2.11 [2]. Soient 1 < p < 0o, X un espace métrique et E un espace de Banach.
Soit T € Lip (X, E), alors les properiétés suivantes sont équivalentes :
1) T est strictement Lipschitz p-sommant
2) T est p-sommant.
3) Il existe une constante C > 0 et une probabilité de Radon p sur Bxs telle que pour
tout (+9)}_, )}y © X

et ()\j)?zl C K; (n € N*), nous avons

SC(/B

p

SN (F @) = ()] du(h)r (24)

J=1

>N (1 () -7 ()
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4) 1l existe une constante C' > 0 telle que pour tout (xf):il , (yf>?:11 de X et ()\f):il C
K; (1 < j <mng), ny,ny € N*, nous avons

SN (@ - 1)

p p

3=

). (2.5)

Z ZM )

=1

Preuve. (1) = (2) : Theorem 3.5 de [7].
(2) = (3) : On fait appel le théoréme de domination de Pietsch pour les opérateurs
linéaires p-sommant [4] , donc il existe une probabilité de Radon p sur By telle que pour

tout m € F (X) nous avons
[T <cf 1rmranmn

Maintenant, soient (7 )?:1 (yh)” =1 C X et (N ) C K, on pose

m = Z)\ja(xjyj) € F(X),

j=1

Donc
f(ZVfS(xa’,yf)) SC(/B FQ_N0aiy) i (f))?
d’ou
@) =T | < SN ) 0] dn)>

(3) = (4) : Soient (mf)?zll ) (yf)zl de X et ()\3)21 C K (1 <j < mng), nous avons pour

tout 1 < < ny

p

)| < Cf SN () = )| du )
Alors,
2N () =T ()]
SCIBX# S [ X (@) — £ ()| du ()
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ni

< SUPsep , Dlity 2 i N(f(2]) = f ()

Finalement, nous avons

Z ZAJ —T(y)))

i=1 || j=1

p

ﬁsMZZM — f)| )

fexX# 1 =1

p

(4) = (1) : Soit u = S0, Sy u) X 55 € X K E*. Soit A, comme il est définie dans
(2.2). Soit m = 3711y mi @ €] € Ay(mi = Y72, X3, ), par (2.3)
S (T >—T@wsw
\z 2 (T () = T () )
”AJ T (o) =T () [ )7 (i, ler 177
fgm%wgu 2 (F ) = £ ()| )P (2 e 1)
<C ”(mi)HlZl’w(]-'(X)) [(e7)]

En prenant I'infimum sur toutes les représentations de m € A,, on obtient

D AT (@) = T (y)  s7)

k=1

par Holder

ny .
" (E)

< Cdb(u).

Donc, T' est strictement Lipschitz p-sommant. B

2.5 Représentation tensorielle Lipschitzienne de la
classe HEL (X, F)

Dans cette partie, on prend un espace metrique et un espace de Banach, en essayant
de donner une nouvelle définition de produit tensoriel Lipschitzien. Cette étude a été
introduite par Cabrera-Padilla et al en 2015. Soit X un espace métrique pointé et £ un
espace de Banach. On note X X E l'espace vectoriel engendré par les tenseur d’ordre 1
d(zy) W e. On définit sur 'espace X X E une norme comme dans le cas classique et on

essayera de les identifier avec I’espace des opérateurs strictement Lipschitz p-sommants.
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Pour tout u =3 ,_, my ® e, € F(X)® E, on pose

L .
AL () = inf { millmgo cz oy €3y ey -

ou l'infimum est porté sur toutes les représentations de u de la forme u = >  m; ®e¢; €

F(X)®E.

Proposition 2.12. Soient X un espace métrique pointé et £ un espace de Banach. Soit

p € [1,00], alors A]’; est une norme sur F (X)® E.

Preuve. Il est clair que pour tout u € F (X) ® E et tout scalaire o nous avons
L L _ L
Ay (u) >0 and A (au) = |af A, (u) .

Soit uy,uy € F (X) ® E. Par la définition de 7T£ ,on peut trouver une représentation

l

1 1

Uy = E m; & e;,
i=1

telle que
[[m; I (F (X)) H(ell)iHl;}(E) <Ay (w) +e.
Remplacons (m}) and (e} ) par
) H(ezl)iHl%g(E) ol f;i%f(X))
m; =m;— 3 ¢ =6 1 )
I f;w(f(x)) I1(ei); l;;;(E)

on trouve

[ I (F(X)) < (A (w) +¢)7, H(e%)ing(E) < (A (w) +2)7

Similairement pour us, on choisit une représentation

S

2 2

Uy = E m; & e;,
i=1

24



telle que

2 o 1€2): gy < A (1) + .
Encore, remplacons (m?) and ( ?) comme dans u;, on obtient

1
s

2o ey < (A (w2) +€)7 0 [[(€0), ]y < (Ap (u2) +2)7

Maintenant, nous avons

A (u1 + ug)
= < (F(X)) +Hm12 f"’wFX))p(H(e}) +H( ) l:(E)>p7
< (AL (1) + AL () +2¢) 7 (AL (wr) + AL <u2>+2s>i*
< A (ua) + Ay (ug) + 2¢.

En faisant ¢ tend vers zero, on obtient I'inégalité tringulaire pour A[f. [ |
On note F (X) @AéE le completé de F (X) ® E pour la norme Al

Proposition 2.13. Soient X un espace métrique pointé et £ un espace de Banach. Soit

p € [1, 0], alors nous avons 'identification isométrique suivante

(f(X) ®A5E*>* =" (X, E).

Preuve. Soient T' € H;L (X, FE) et T son opérateur linéaire adjoint. D’aprés le théoréeme

3], T est p-sommant. On définit la fonction linéaire suivante sur F (X) @ E* par

wr ()= 30 (Fm) i),

k=1
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ouu = ka ® e}. Soit u € F (X) ® E*, nous avons

(P me) i)

‘ < ez> ‘ par Holder
k=1

O |7 |30 %Zuekup -

’ﬂ)

W (u)] =

>

3

IN
’ﬂ)

IA
B
3

Comme T est p-sommant, on obtient

[Or @) < 7 (T) lmalgocron 1Dl ey
Donc, comme u est arbitraire, Uy is Aﬁ—continue sur F (X) ® E* et
sy < (D).
Inversement, soit u € <}" (X)® AL E*) *. On considere la fonction B,, définie par
B,(m)(e")=u(m®e’).
Il est clair que B, € B(F (X),E). Soit m; € F (X) et ef € E*, nous avons

n i .
O 1By (ma) ") = sup (Bu (mi) s €x)
k=1 ||(€Z)k||l;l*(};*):1 k=1

n
= sup u ( my & 62)
||(ez)k||l;l*(E*):1 k=1

n
fully, s AR mewel)
"(ez)k|’12*(3*):1 =

IN

IA

I (F(X) -
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D’ou,

= 1
(Z 1By (mi)[7)7 < Jullp (] I (F(X) -
k=1

Cest a dire B, est p-sommant, alors d’apres 'identification
B(F(X),E)= Lipy (X, F)
il existe donc un unique opérateur lipschitzien 7' : X — FE qui vérifie
T =B,

alors, d’aprés le Théoreme 2.11, T" est stictement Lipschitz p-sommant ce qui montre la

deuxiéme inclusion. W
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Chapitre 3

La classe des opérateurs

Lipschitziens ¢-sommants

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va étudier la classe des opérateurs Lipschitz ®-sommants. Cette
classe est une généralisation naturelle de celle du cas linéaire introduite par R. Khalil et W.
Deeb en 1987. On verra qu’elle vérifie également le théoréme de factorisation de Pietsch.

On termine ce chapitre par donner la définition des opérateurs Lipschitz (p, ¢)-sommants.

3.2 Les opérateurs linéaires ¢g-sommants

En 1987 R. Khalil et W. Deeb ont introduit la notion des opérateus linéaires ¢-
sommants. Ils ont utilisé dans leur définition la fonction de modulus ¢. Dans ce chapitre,
on va étudier cette classe d’opérateurs et leurs properiétés. On commence par la définition

de modulus suivante.

Définition 3.1. Soit ¢ : [0,00) — [0,00) est une fonction continue . On dit que ¢ est

modulus si :
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(i) p(x+y) <o)+ ¢ (y)
(i) ¢ (0) =0

(131) ¢ est croissante.

Exemple 3.2. Les fonctions ¢ () = 2P, 0 < p < 1l et ¢ (x) = In (1 + x) sont des fonctions

modulus.

Définition 3.3. Soient E et F' deux espaces de Banach et ¢ une fonction de modulus.

On définit les deux espaces suivants :

(i) I?(E) = {(xn) : ‘sup > ol{wn, x%)| < o0, z, € E}

lz*|<1 n

(ii) 1?2 (F) = {(xn) DY Bz < 00, Ty, € F}
Pour tout = = (z,,) € 7¢(E) On définit

lz))2 = sup D @l {wn,a®)],

llz*]l<1

et pour tout y = (y,,) € [? (F) on définit

lyllz = > éllyall-

Remarque 3.4 [3]. Les espaces [?(FE) et [? (F) sont des généralisations des espaces [P(E)

et [P (F) respectivement pour tout 0 < p < 1.

Définition 3.5 [3]. Soit T : I?(E) — 1? (F) un opérateur linéaire. T' est dit métriquement

borné si pour tout © = (z,,) € I?(E) il exsite A > 0 telle que :
IT (@) lIz< A«|l2.

On note L? (E, F) les espaces de tous les opérateures métriquement bornés muni de la

norme suivante
I T[|,=inf {\: T (2) |2 < Mz||2, = €l?(E)}.
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Remarque 3.6 [7]. Pour tout © = (z,) € [°(E). 1l est clair que chaque opérateur

métriquement bornée est continu.

Définition 3.7 [7]. Soit E et F deux espaces de Banach et soit T : E — F un opérateur
linéaire borné. On dit que T' est ¢—sommant si pour tout {x1,...,x,} C F il existe A > 0

telle que

D ST (@) | <A sup > o, 27)] (2.2)

lla* <177
Cette définition est une généralisation de la définition des opérateurs p—sommants pour

tout 0 <p < 1.

On note 11 (E, F) ’ensemble de tous les opérateurs ¢—sommants de E dans F. Pour

chaque T € T1° (E, F) on définit T € L* (E, F) par

T: 19E) — 19(F)
T((xn) = ((Tza))

Pour T € I (E, F), on définit la métrique ¢—sommante de T

|T||s =inf {\: vérifie (2.2)}.

Théoréme 3.8 [7]. Soient T € 1® (E, F), g€ B(G,E), et K € B(F,H). Alors Tog €
(G, E) et KoT €11 (E, H) .
1.€.,

1T glls < (gl + DIl

et
[koTlls < (1K1 + 1) I7]4-
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3.3 Théoréme de Domination de Pietsch

Le théoreme suivant est une varsion de théoreme de domination de pietsch pour cet

espace.

Théoréme 3.9 [7]. Soit T € B(E, F). Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) T ell?(E,F).

(2) Il existe A > 0 est une mesure de probabilité réguliére v telle que

OlIT (2) ]| < A / ol (2" dv (z).

Bpx

Preuve. (2) = (1) : Cela est évident.
(1) = (2) Soit T' € II? (E, F) et A = ||T||4.Pour tout suite finie {x1,...,2,} C E. On

définie I’application suivante

Q) = ST () | =AY / 8| (s 1) s (2) (2.3)

1(E)
Il est clair que la fonction @ est convexe. De plus, il y a un point p, telle que @ () < 0.

En effet, choisissez i, la mesure de Dirac a zj;, ou

N N
Z¢|<‘rm$8>| = Hsuplz¢|<xmx*>|'
1 =1y

De plus, si {Q1, ..., Q,} est une collection de telles fonctions définies par (2.3), puis pour

tout ay, ..., a,, »_ ax , Iy a @ défini de la méme maniere, telle que
T

D akQk (1) < Q(p)

pour tout u. Par conséquent, il existe une mesure v telle que @ () < 0 pour tous les @)

définis par (2.3). En particulier si @) est définie par (2.3) avec la suite associée {z}, z € E,
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nous obtenons

OIT () ]| < A / ol(x, ") dv (z). W

Théoréme 3.10. Soit X un espace de Banach avec la propriété d’approximation

métrique et ¢ est une fonction moduluse, Alors IT, (X, X) =TI, (X, X) .pour 0 < p < 1.

3.4 Les opérateurs lipschitziens ¢p—sommants

L’espace Hé (E, F) des opérateur Lipschitziens ¢-sommants a été introduit par M.

Belaala en 2017. Il est une généralisation naturelle du cas linéaire.

Définition 3.11 [1]. Soit ¢ est une fonction modulus et soient X,Y des espaces mé-
triques pointés et T € Lip (X,Y). On dit que T est Lipschitze ¢—sommant si pour tous
(zi)i_y, (@), C X il existe C >0 et (o;);_, C Ry telle que

Zomé(d (T (), d(T (7)) < C sup Zai¢’f<xi> — f ()] (3.1)

FeBx# =1

La classe des opérateurs Lipschitziens ¢-sommants de X dans Y est notée par Hé (X,Y)
et
Wé (T') = inf {C; C vérifiant I'inégalité (3.1)}.

Remarque 3.12. Dans la définition, on peut prendre les «; = 1.

Notation. Soit (X, d) est un espace métrique pointé, Nous pouvons considérer une

nouvelle distance sur X par d, = ¢ o d. On note
Lipy (X,Y) = Lip (X, ¢ o d), (Y, ¢ o d))

et

:x,yEX,x%y}.
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Proposition 3.13. Soit ¢ une fonction modulus et soient X,Y deux espaces métriques
POINtés.

(1) Lip (X,Y) C Lipy (X,Y) et Lipy (T) <1+ Lip(T) pour tout T € Lip (X,Y).

(2) I} (X,Y) C Lipy (X,Y) et Lipy (T) < 7 (T) pour tout T € 11} (X,Y).

Preuve.

(1) SiT € Lip(X,Y), Alors
d(T (z),T(y)) < Lip(T)d (z,y)
pour tout x,y € X,et comme ¢ est croissante alors

¢ (d(T (), T (y)))

IN

¢ (Lip(T)d (z,y))
< (14 Lip(T)) ¢ (d(,y)) -

A\

Alors pour tout z,y € X on a
Lip(X,Y) C Lipy (X,Y) et Lipy, (T) < 1+ Lip(T).

(2) SiT eIlf(X,Y),Ona
D 6 (d(T (x:),d(T (2))) < O sup > 61 (i) = f (2]

Pour tout (z;);_, , (2});_, C X. Pour n =1 on trouve
¢ (d(T (2:)),d(T(x7)) < w5 sup |f (z:) — f ()]

fGBX#

= w5 (T)dd (2,y).

Pour tout z,y € X nous obtenons (2) . Pour la derniére inégalité ci-dessus, on note que

¢(d(z,y)) = (h(z) —hy)]) < sup o (|f(x) = f(y)]) < o (d(z,y))

feBx#

ol h est une fonction dans By# défine par

h(z) =d(zy) —d(0,y)
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pour tout z € X. W

Nous étudions maintenant la relation entre un opérateur Lipschitz ¢—sommant est sa

version linéaire.

Proposition 3.14 [1]. Soient ¢ est une fonction modulus , X,Y deux espaces de Banach

et T : X — Y un opérateur linéaire ¢—sommant. Alors T est Lipschitz ¢—sommant et

my (T) < 7" (T).

Preuve. Soit 7' € II} (X,Y), On a pour tout (z;);_, , (z});_, C X
D OUT @) =T @) = Y ¢IT (- i) |)
i=1 i=1

< me(T) supz¢ (|2 (z; — ) |)

z*€Bx* ;1

= m(T);uchb (Jo* () — 2" (2) ])
r*EBx* ;4

< 7o(T)supd (| f () = f(«})]). W
f€Bx# =1

Nous montrons ensuite que Hé (X,Y) vérifie la propriété d’ideal.

Proposition 3.15 [1]. Soit ¢ une fonction modulus, soient X,Y,Z et W des espaces
métriques pointés,et B € Lipy (X,Y), T € 5 (Y, Z) et A € Lips (Z,W) . Alors

ATB e II} (X, W),

et
75 (ATB) < Lipy (A) 75 (T) Lipy (B) .
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Preuve. Pour tout (z;);_,,(z});_, C X, on a

Zcb d(ATB (x;)),d(ATB (2}))) < Lips (A Z¢ (TB (x,)),d(TB (1))

n

< Lips (A) g (T) gsgf#;(b(\g(B (z:)) — g (B () ])
< Lips (A)t (T)g:,gf# :qﬁ(Lip(g)d(B (i), B (2})))
Alors, |
Z(b d(ATB (x;)) ,d(ATB () < Lipy(A)mg (T)iwd(B(:vz),B(zé)))

IN
&
=
<
Ei

LZp¢ ZQS .177,, z

= Lip, (A) T) Lip, (B qu (1hi (25) = hi (7))

< Lip¢(A)W£(T)Lip¢ fSUP Zﬁb |f(z) = f(z})]). W
By# =1

Proposition 3.16. Soient ¢ une fonction de modulus et X,Y,Z des espaces métriques

pointés. St v 'Y — Z est un isométrie, alors T € Hé (X,Y) si et seulment si T €

117 (X,Y). Dans ce cas

w5 (T) =75 (T).

3.5 Théoréme de Domination de Pietsch (Version lip-

schizienne)

Le théoreme suivant est une version de théoreme de domination de Pietsch pour cet

espace.
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Théoréme 3.17 [1]. Soient ¢ une fonction modulus et X,Y deux espaces métriques
pointés, T : X — Y un opérateur lipschitzien. Alors T € Hqﬁ (X,Y) si et seulment si il

existe un constent C' > 0 et une mesure de probabilité réguliére p sur Bx# telle que

¢(d(T(w);T(y)))SC/cb(lf(w)—f(y)l)d#(f) (3.2)

pour tout z,y € X. Dans ce cas, ﬂé’ (T') est le minimum de toutes les constantes C' pour

lequel une mesure existe, i.e.,

75 (T) = inf {C, vérifie (3.2)}.

Preuve. Supposons que 7' € I} (X,Y). Pour tout (z;);_,,(z});_, C X, on définie la

i

fonction P n : Byx# — R par
1

/
IZ,{E,L)

n n

Plavay) () = D Od (T (x:), T (a5)) = w5 (T) Y & (f () = f (@) ]))-

i=1 i=1
Soit. A I’ensemble constitué de telles fonctions. Il est facile de prouver que A est une partie

convexe de C' (By#) . Considérons maintenant ’ensemble
B={peC(Bx#):¢(f) >0, Vf € Bx#}.

Il est clair que B est une partie ouverte convexe sur ’espace C' (Bx#). De plus, A et B

sont adjoints. D’autre part , on peut trouver dans X telle que o (f). Pour tout

f € BX#7

mi’mg)?:l
w5 (T) Zcb(\f(l‘i) — f@h)]) < Z¢(T (i), T'(27))

)

pour tout f € By#x. Mais By# est faible x-compacte et f — > & (|f (z;) — f () ]) est
i=1

une fonction continue de (By#,w*) vers R, Nous aurions

g (T) sup Zcb(lf(xi)—f(xé)l)SZé(d(T(wi)),d(T(%)))

feBx# 11
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ce que est impossible car T est dans Hé (X,Y). Donc, par le théoreme de séparation de
Hahn-Banach et théoreme de répresentation de Riesz, il existe une mesure de probabilité

i dans Bx# et un scalaire ¢ € R telle que

/90 ./ndu§c</wdu
(ah’$i>i:1

By Byx#
pour tout P (i) € A et tout ¢ € B. Remarquons que ¢ = 0 puisque la fonction zero
i) =1
Pwat)” est dans A, et ¢ < 0 puisque toutes les fonctions constantes positives sont dans
=1

CRhad}

B. 1l s’en suit que

/ o (F) i (f < 0)

B

pour tout x,y € X, et puisque i est une mesure de probabilité. Nous concluons que

6(d(T (2)).d(T () < =& (T) / o (1 @) — £ ()] du (f).

By
pour tout x,y € X. Inversement, supposons que la deuxiéme condition du théoréme est

vraie. Soit (z;);_, , (z})7_, C X. Nous avons

6 (d (T (1)) . d (T (1)) SC/so(lf(xi)—f(ﬂfé)l)dﬂ(f)-

By

pour 2 = 1,...,n. Il s’ensuit que

> 0@ @) @ @) < € [ Y elfe) - f @)D

BX#

< C sw /Zgo (@) — £ (@) ) dp (F)

= o Zso |f (i) = f(z9) ]) -

X#zl

Alors T € I} (X,Y) et 75 (T) < C. Enfin , il est clair de la preuve que 7% (T) est la

valeur minimale de C. N
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Proposition 3.18. Soient ¢ une fonction de modulus et XY deux espaces métriques

pointés. Soit T : X — Y. Si T est p—sommant, alors T est lipschitz ¢p—sommant et

TH(T) < 7 (T) .

Preuve. Nous avons

d(T(2), T () = [07@) = drwl
= 1T 0) =T (@) | =T (6. =6,

pour tout z,y € X. Si T est ¢—sommant, on a

i¢ (H%(%) H) < Ty <%) LS Z¢ IF () )

€Br(x)* i1

pour tout (v;);_, C F(X). Alors

Z¢ T (y)))

n

mo (T) s Y 0(F (0., —8,))

FEBHX)* i—1

IA

N

- 7r¢( )fesgp th 1Qx (f) (02, — 6y,) |)

X#'Ll

= Ty (f“)fsup Zcb |f :z:, (z)')

X# =1
Finalment ; T' est lipschitz ¢p—sommant et

~

=L (T) < 7 (T) . m

3.6 Les opérateurs Lipschitziens (¢, ¢)-sommants

Dans cette section on donne la définition d’un opérateur Lipschitz (¢, ¢)-sommant avec

v, ¢ sont deux fonctions modulus.
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Définition 3.19. Soient ¢, ¢ deux fonctions modulus. Soient X,Y des espaces métriques
pointés et T € Lip (X,Y). On dit que T est Lipschitzien (@, ®)-sommant si pour tous
(z)ly, (&)1, € X il existe C >0 et (;)'— C Ry telle que
Y aip (d(T (), d(T (7)) < C sup > | f (x:) — f (). (3.3)
i=1 TeBx =1
La classe des opérateurs Lipschitziens (p, ¢)-sommants de X dans'Y est notée par H(wa) (X,Y).

Muni de la nome sutvante

7T(L%¢) (T) = inf {C; C vérifiant 'inégalité (3.3)}.
Remarque 3.20.
1) Dans la définition, on peut prendre les a; = 1.
2) Si ¢ = ¢, on a
L L
I ) (X,Y) =1I; (X,Y).
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